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题 目       Ad Hoc 网络中的区域划分和资源分配问题 

摘       要： 

本文解决的是 Ad Hoc 网络中的区域划分和资源分配问题。 

首先，针对题目的相邻两个圆公共面积比进行分析，参考喷灌模型中喷头安置模型，讨

论了不同面积比下以圆心的简化分布，当公共面积比不小于 5％和 18％时圆心分别按正三角

形和正四边形分布，并证明了其合理性。逆向思维，用边长为 10001000 的正方形覆盖圆，

移动正方形使正方形区域内圆最少，以正方形与圆的面积之比最大（如果一个圆只有部分在

正方形区域中，也按一个计算）为目标函数。充分考虑到图形的对称性，求得正方形内可最

少填充 45 个圆，并求解到取得 45 个圆时的定义域，最后深入讨论了定义域对目标函数的影

响，使求解过程具有一般性。 

然后，在问题二中假设没有椭圆，以圆半径和圆心进行全局搜索并绘出关系图，求到

最优预覆盖半径为 100，最优预覆盖半径和为 4500。在最优预覆盖的基础上，证明了当且仅

当区域边界处（正方形边界和椭圆边界处）存在劣弧时理想覆盖半径和才可能减少，最后给

出了两种求解方案。通过建立半径之和与半径和正方形平移量之间约束关系，求得最小半径

和为 4327.1。 

最后，采用了链路分群算法中的最大连接度分群算法和聚敛中心相结合的算法，通过

引入基于距离的学习策略，找到半径之和最小的一跳覆盖区划分，收敛速度。 
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一、等半径区域划分模型 

1.问题复述 

在一个 10001000(面积单位)的区域内构建一个 Ad Hoc 网络，将此正方形

区域用若干个半径都是 100 的圆完全覆盖，要求相邻两个圆的公共面积不小于一

个圆面积的 5%，最少需要多少个圆（如果一个圆只有部分在正方形区域中，也

按一个计算）。若给每个圆分配一个信道，使得有公共部分的圆拥有不同的信道，

最少需要几个信道，并如何分配。若 5%改为 18%，最少需要多少个圆。 

对以上两种划分，若每个公共部分中心和相应圆心各恰有一个节点，从节点

集合中随机地抽掉 2%、5%、10%、15%等数量的节点后网络是否仍然连通，讨论

网络的抗毁性。 

2.基本假设 

（1） 相邻两个圆的公共面积指两个完整的圆相交的面积，即使该圆的大部分面

积位于正方形区域外也按完整的一个圆计算。 

（2） 在考虑连通性和抗毁性时，只要圆用于覆盖区域都就当作一个圆处理，无

论该圆是全部在覆盖区域内还是区域外。 

3.符号说明 

（1） D：区域的抽象表示 

（2） o ：点的抽象表示 

（3） I ：正方形区域 

（4） 0d ：区域 I 的边长 

（5） DS :区域D的面积 

（6） IS ：方形 I 的面积 

（7）  x
：小于 x的最大整数 

（8） ( , )i i io x y ：第 i个圆的圆心 

（9） R ：圆的半径， 100R   



（10） ( )iO o ：以 io 为圆心，半径为R 的圆 

（11）R ：圆的半径， 100R   

（12） ( ( ), ( ))  i jD O o O oS ：第 i个圆与第 j 个圆相交面积  

（13） ：交叉面积比，表示相邻两个圆的公共面积占一个圆面积的比例 

（14） ( )iG o ：0，1 变量，以 io 为圆心的圆位于方形 I 内， ( ) 1iG o  ，若不位于

I内， ( ) 0iG o    

4.问题背景及分析 

Ad Hoc 网络是当前网络和通信技术研究的热点之一，对于诸如军队和在野

外作业的大型公司和集团来说，Ad Hoc 网络有着无需基站、无需特定交换和路

由节点、随机组建、灵活接入、移动方便等特点，因而具有极大的吸引力。 

本题是实际中的 Ad Hoc 网络的特定和简化情形，问题一对需要组网所涉及

的一块区域，进行区域分配，用等半径的圆覆盖正方形区域，以保证区域内的圆

个数最少。 

第一问中由于圆的半径固定，都是100m，而且要求完全覆盖住1000 1000 m

的正方形区域且相邻两个圆的公共面积不小于一个圆面积的5%，（如果一个圆只

有一部分在正方形区域中，也按一个计算），现在要求的是最少需要多少个圆。

题目要求圆能够完全覆盖正方形区域，所以，在覆盖后不应出现盲区（没有圆覆

盖的区域）。由于正方形区域是并无特别要求，可认为是均匀分布。如果将圆的

中心看作一点，因为圆半径固定，问题就归结为在保证相邻圆之间有5%区域相交

和圆完全覆盖正方形区域的条件下，在正方形区域内安置圆心，使圆最少。 

问题一与喷灌问题中，在均匀地面安置喷头，保证洒水均匀和喷头最少相近。

根据文献《喷灌模型》，平面上喷头构成正多边形最为合理，正多边形只有正三

角形、正方形和正六边形。下面就相邻圆的交叉方案进行论证。  

  

                 图1.4.1(a)                   图1.4.1(b) 

图 1.4.1 是按照正六边形安排圆心的示意图，显然，正六边形可以首先排除。

根据文献《喷灌模型》，如果圆心间距过大，会出现如图 1.4.1(a)所示的盲区。



如果圆心间距变小，就需要需要较多的圆，所以, 它显然不是最佳方案。本模型

中，只需研究和比较正三角形和正四边形即可，即只需证明当采用正三角形安置

圆心时，相邻圆的交叉覆盖面积不小于 5%或 18%，采用正四边形安置圆心时，相

邻圆的交叉覆盖面积不小于 5%或 18%即可。 

       

             图1.4.2(a)          图1.4.2(b)        图1.4.2(c) 

 

图1.4.2(d) 

图1.4.2是按照正三角形和正四边形安置圆心的示意图。显然，这两种安置

方式的合理性取决于交叉面积比，即 2
i jS R 。 

设相交扇形的圆心角为，如图1.4.3所示 

 

图1.4.3 

2 21
( sin ) 2

2 2i jS R R
 


    

由 2
i jS R ，解得： 

sin     

由MATLAB求解得：当 5%  时， 0.9968 57.1146     

当 18%  时， 1.5655  89.6950  ＝  



 

图1.4.4 

图1.4.4是   sinf     在[ 8,8] 上的图形，显然，当 60  时，

0.0577>5%  ，但小于18% ，所以，当 5%  时，圆心按照正三角形安置是合

理的。同理，当 90  时， 0.1817>18%  ，所以，当 18%  时，圆心按照正

四边形安置是合理的。 

从上面的证明可见，为了使得公共面积不小于一个圆面积的 5%，而且不至

于出现盲区（没有圆覆盖的区域），应该让任意 3个圆彼此互相覆盖，圆心距为 

60
2 cos 2 100 cos 100 3

2 2
d R


    



 

这时，3个圆的公共部分聚于一点，需要的圆是最少的。 

同理，如果要使相临两个圆的交叉面积不小于一个圆面积的 18%，应该让任

意 4个圆互相覆盖，圆心距为 

90
2 cos 2 100 cos 100 2

2 2
d R


    



 

这时，4个圆的公共部分聚于一点，需要的圆是最少的。 

至此，交叉面积比 5%  条件已经充分满足，问题转化为在圆心按正三角

形分布的情况下，如何安置圆心使圆的数目最少；交叉面积比 18%  时，圆心

按正四边形分布的情况下，如何安置圆心使圆的数目最少。 

5.模型建立 

在确定了相邻圆交叉方案后，在图？的基础上，我们假想图？无限大，现在

只需将方形区域 I 在图？上移动，使得区域 I 内的圆的数目最少。 



以 io 为圆心的圆位于方形I内， ( ) 1iG o  ，若不位于I内， ( ) 0iG o   
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    因为方形区域I是边长为 0d 的正方形，所以，使I内圆的数目最少，即方形I

的面积与区域内的圆面积之和的比最大（如果一个圆只有一部分在正方形区域

中，也按一个计算）。 

所以，问题一的模型为： 

I

( )

max      
iO o

i

S

S  

其中，
2

( ) ( )
iO o i iS G o R  

6.模型求解 

6.1 最少需要的圆的个数 

在问题一的分析中，我们已经确定了相邻圆交叉方案，在图1.4.2的基础上，

我们假想图1.6.1无限大，显然，图1.6.1具有对称性。 

     
           图1.6.1                               图1.6.2 

   为达到用最少圆覆盖1000 1000 m 的方形区域 I ，用1000 1000 m 的方形去

覆盖图1.6.1中无限多个相交圆，如图1.6.2所示。现在，我们只主要将方形 I 沿

X轴平移 (0 )
2

R
x x    ，沿Y轴平移 (0 )

2

R
y y    ，找到能覆盖的最少圆的位置

即可，如图1.6.2所示。 

（1） 5%  的最少需要的圆的个数 



当 5%  时，圆心距 100 3d  ，在X轴上移动时，肯定能够完全分布在正

方形区域 I 内的圆的个数 0N 为： 

0
0

d
N

d
    

 

 因为图形是对称的，所以方形 I 往左移与往右移作用等效，能够移动的最大

位移： 

max 0 0x d N d kR     

其中， 0 0d N d
k

R

    
 

所以，方形沿X轴平移  max0,x x    

代入 100 3d  ， 100R  ， 0 1000d  ，解得： 

0 5N   

max 33.9746x   

即                         0,33.9746x   

因为一个圆只有部分在正方形区域内时按一个圆计算，显然，如果一个圆只

有一部分进入正方形区域，则 ( )iO oS 将增大，不利于我们求解目标函数 I

( )iO o
i

S

S
的

最小值。 

因为图形具有对称性，所以，方形 I 沿X轴平移的直线  l x 将位于  1 1l x 和

 2 2l x 之间，即  1 2,x x x ，如图1.6.3中  l x 所表示。 



 

图1.6.3 

图1.6.3中 1l 与 1l ， 2l 与 2l ， l与 l构成方形区域 I 。 

在 1x x 处两圆相交，在 2 0x x d  处，即 2l 处两圆相交。 

显然， l往 1l 左边移动， 1l 左边的圆将进入方形区域 I ， I 将覆盖更多的圆，

( )iO oS 增大，目标函数的值变小，不可能出现最优解。 

l往 2l 右边移动， 2l 右边的圆将进入方形区域 I ，I 将覆盖更多的圆， ( )iO oS 增

大，目标函数的值变小，不可能出现最优解。 

l
在 1l 、 2l 之间移动时， I 将覆盖的圆不变，所以，当  1 2,x x x 之间时， I 覆

盖的圆最少， ( )iO oS 最小，目标函数的值最大，取得最优解， 1 2,x x 即为最优解

的定义域。 

 在保证水平移动在最优定义域内，方形 I 沿Y轴平移的直线  m y 将位于

 1 1m y 和  2 2m y 之间，即  1 2,y y y ，如图1.6.4中  m y 所示。 



 

图1.6.4 

在 1y y 处两圆相交，在 2 0y y d  处，即 2m 处两圆相交，同理可算得

 0,33.9746y  。根据 I 在X轴的移动规律，当  1 2,y y y 之间时， I 覆盖的圆最

少， ( )iO oS 最小，目标函数的值最大，取得最优解， 1 2,y y 即为最优解的定义域。 

综上所述，区域      1 2 1 2, , , , ,D x y x x x y y y   为 5%  下的最优解区域，

I

( )iO o
i

S

S
得到最大值： 
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iO o

i

S

S
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方形 I 覆盖的圆的最小个数为： 

min

( ) 45i
i

G o   

  事实上，问题一只需要找到方形 I 内圆的覆盖情况，在方形 I 上下移动过

程中，为保证移动过程中方形I不覆盖新的圆，说得图形完全相同（如图1.6.5

所示），这是由数据的特殊性造成的。 



 

图1.6.5 

覆盖情况如图1.6.6所示，方形区域表示了45个圆时的最优覆盖情况。 

 

图1.6.6 

（2） 18%  最少需要的圆的个数 

当 18%  时，圆心距 100 2d  ，在X轴上移动时，肯定能够完全分布在正

方形区域 I 内的圆的个数 0N 为： 

0
0

1000
7

100 2

d
N

d
         

 

方形 I 在X轴上能够移动的最大位移： 

max 0 0 1000 7 100 2 0 100 10.0505x d N d kR           



即                        0,10.0505x   

同理                      0,10.0505y   

在 1x x 处两圆相交，在 2 0x x d  处，即 2l 处两圆相交。
l
在 1l 、 2l 之间移动

时， I 将覆盖的圆不变，所以，当  1 2,x x x 之间时， I 覆盖的圆最少， ( )iO oS 最

小，目标函数的值最大，取得最优解， 1 2,x x 即为最优解的定义域。在 1y y 处

两圆相交，在 2 0y y d  处，即 2m 处两圆相交。根据 I 在X轴的移动规律，当

 1 2,y y y 之间时， I 覆盖的圆最少， ( )iO oS 最小，目标函数的值最大，取得最优

解， 1 2,y y 即为最优解的定义域。  

区域      1 2 1 2, , , , ,D x y x x x y y y   为 18%  下的最优解区域， I

( )iO o
i

S

S
得

到最大值： 

I
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max
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iO o

i

S

S



 

方形 I 覆盖的圆的最小个数为： 

min

( ) 64i
i

G o   

 覆盖情况如图1.6.7所示，方形区域表示了64个圆时的最优覆盖情况。 

 
图1.6.7 

6.2 网络连通性 



因为节点均分布在圆内，所以，当 5%  时，圆心按正三角形分布，节点

的总数为149个，其中圆内有4个节点的有10个圆，5个节点的有8个圆，当抽取2

％时，即随机抽取3个节点，则该网络连通的概率为： 

10 3 35
94.44%

45 4 45
    

当 18%  时，圆心按正四边形分布，节点的总数为176个，其中圆内有3个

节点的有4个圆，4个节点的有24个圆，当抽取2％时，即随机抽取4个节点，则该

网络连通的概率为： 

4 24 36 4
88.75%

64 64 64 5
     

 

二、带椭圆的区域划分模型 

1.问题复述 

正方形区域中有一中心在（550，550）、长轴与正方形水平的一条边成 30

度角、长度为 410、短轴为 210 的椭圆形湖泊。节点仅能设置在地面上，假设一

跳覆盖区圆的半径可以在 75~100 间随意选择，两个面积不等的圆相交，它们之

间的公共面积应不小于大圆面积的 5%，其他假设同（1），研究使全部圆半径之

和为最小的区域分划和信道分配方案。 

2.基本假设 

（1） 相邻两个圆的公共面积指两个完整的圆相交的面积，即使该圆的大部分面

积位于正方形区域外也按完整的一个圆计算。 

（2） 如果一个圆只有部分位于目标区域内，当对半径求和时，按照一个半径计

算。 

3.符号说明 

（1） D：区域的抽象表示 

（2） DS :区域D的面积 

（3） ( )T D ：区域D内所有圆的半径之和（如果一个圆只有一部分在正方形区域

D中，也按一个计算） 

（4）  minT D ：区域D内所有圆的半径之和的最小值 

（5） I ：正方形区域 



（6） 0d ：区域 I 的边长 

（7） E ：椭圆区域 

（8） E ：正方形区域 I 内，椭圆区域E 外的区域，即 ,E E E E I    

（9） ( , )i i ir x y ：第 i个圆的半径，75 100ir   

（10） ( , )i i io x y ：第 i个圆的圆心 

（11） ( , )i iO o r ：以 io 为圆心，半径为 ir 的圆 

（12）R ：表示预覆盖的圆半径 

（13） R ：表示最优预覆盖时的半径 

（14） N ：表示预覆盖的圆的个数 

（15） N ：表示最优预覆盖时圆的个数 

（16） ( ( ), ( ))  i jD O o O oS ：第 i个圆与第 j 个圆相交面积  

（17）   ( , )iO o R ：表示最优预覆盖时圆心为 
io ，半径长度为 R 的圆 

（18）  , ,i iU o r D ：圆 ( , )i iO o r 在区域D内的弧长 

（19）  1 2, , ,i iJ o r D D ：劣弧判断函数 
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1 2

1 2

1 2
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, , ,

0             , , , ,
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U o r D U o r D
J o r D D

U o r D U o r D

 


 

    当圆 ( , )i iO o r 在区域 1D 内的弧长小于等于它在区域 2D 内的弧长时， 1J    

    当圆 ( , )i iO o r 在区域 1D 内的弧长大于其在区域 2D 内的弧长时， 0J   

4.问题分析 

正方形区域 I 有一中心在（550，550）、长轴与正方形水平的一条边成 30 度

角、长度为 410、短轴为 210 的椭圆形湖泊(如图 2.4.1 所示),节点仅能设置在

地面上。问题二的目标是使全部圆半径之和为最小，显然，半径之和受到三个因

素的影响： I 内圆的个数，各个圆的半径，以及圆心所在位置。 



 

图 2.4.1 

（1）区域内没有椭圆的分析（预覆盖） 

我们首先分析圆半径对半径之和的影响，现假定区域内没有椭圆，我们分别

用 75iR  和 100iR  的圆进行覆盖。根据问题一的分析可知，在 5%   时圆心

成正三角形分布是最合理的。当 75iR  时，按照问题一的解法，可求得正方形

区域 I 内的最少的圆个数为： 

min

( ) 85i
i

G o   

所以，当 75iR  时， min

min

( ) 85 75 6375i i
i

T R G o     

当 100iR  时， min

min

( ) 45 100 4500i i
i

T R G o     

根据问题一的求解，我们假定半径  75,100iR  并且可调，通过确定肯定能

够完全分布在正方形区域 I 内的圆的个数 0N 和可行解区域  max0,x x   和

 max0,y y   进 行 全 搜 索 ， 半 径 变 化 步 长 0.1r  ， 

75 0.1   (0 250, )iR i k k k Z        

图 2.4.2 是表示的是半径与区域 I 内的圆的个数的关系（数据），图 2.4.3

示的是半径与区域 I 内的圆的半径之和的关系。可以看出，当 250, 100ik R  时，

半径之和T 取得最小值 4500。 



 
图 2.4.2 

 
图 2.4.3 

从图 2.4.2 可以看出，在某些不等的半径下，覆盖区域 I 需要的个数相同，

当 90, 95i iR R  时
min

( ) 56i
i

G o  ，最少圆数相等。可见，用圆填充到区域 I 内

时，如果
min

( )i
i

G o 相等，应尽量小的半径，以使半径之和T 最小。 

除了考虑覆盖区域 I 的圆的半径之外，椭圆的存在以及边界上覆盖的不完全

圆也会对圆半径之和造成影响，下面分别讨论二者的影响。 

（2）区域内有椭圆的分析（椭圆覆盖） 

当区域 I 内有椭圆时，上述分析中的圆只可能与椭圆有三种关系，圆完全在

椭圆内（图2.4.4中圆A），圆完全不在椭圆内（图2.4.4中圆D），圆与椭圆相交（图

2.4.4中圆B和圆C）。 



 

图2.4.4 

显然，当圆完全在椭圆内时，只需从椭圆内去除掉该圆即可。当圆完全在椭

圆外时，根据前面的分析，圆的半径应越大越好。 

椭圆与圆相交只可能有三种情况：圆在区域 E 内的弧长MPN 大于在椭圆E 内的

弧长MP N ，即 


0 1
MPN

MP N
 


,此为劣弧（如图 2.4.5(a)中圆 B 所示）；圆在区

域E 内的弧长MPN 大于等于在椭圆E 内的弧长MP N ，即 


1
MPN

MP N



,此为优弧

（如图 2.4.5 (b)圆 C 所示）。  

        

              图 2.4.5(a)                    图 2.4.5 (b) 

对于图？中的劣弧相交情况，因为填充区域E 的圆半径较大，所以，在保证

交叉面积比和无盲区覆盖的情况下，可采用尽量小半径的圆代替原来的圆，以使

半径之和最小，如图 2.4.6 中圆B所示。 



 

图 2.4.6 

对于图 2.4.6 中的优弧相交情况，显然不能用半径小的圆进行代替。假设用

半径更小的圆来代替，显然不能保证交叉面积比和无盲区覆盖。所以，对于与椭

圆相交的圆，如果是优弧相交，仍然以（1）中的圆的半径作为该圆半径。 

下面讨论替换圆的圆心和半径的确定。 

 

图 2.4.7 

如图 2.4.7 所示，圆Q Q Q 、 和 是与劣弧MNP 相关的三个圆，为保证无盲

区覆盖，显然将圆心 0Q 放置在过Q做QQ的中垂线，中垂线交于QQ的地方即

为 0Q 说在处，也就是 QQ 的中点处。现调整圆的半径 r ，以使圆 0Q 与圆

Q Q Q 、 和 交叉面积比 均大于等于5%。为保证圆半径之和最小，取 5%  即

可。 

（3）边界上的圆对半径和的影响（边界覆盖） 

从（2）中关于圆弧的分析可以看出，如果一个圆仅有一段劣弧在区域 I 内，

该圆是需要调整半径和圆心的。从图？可以看出，这样的圆在边界上同样存在，

根据 2）中的分析，圆心 0Q 放置在QQ的中点处，整圆的半径 r ，以使圆 0Q 与圆

Q Q Q 、 和 交叉面积比 均大于等于5%（如图 2.4.8 所示）。为保证圆半径之和

最小，取 5%  即可。 



 

图 2.4.8 

（4）平移对最小半径和的影响（半径调整） 

前面的讨论都是在问题一的求解基础上进行讨论的，事实上，从问题一答案

中圆覆盖正方形区域 I 的情况来看，问题一存在最优解的定义域，并不是唯一的。

从最优解的定义域可以看出，图形？中正方形区域 I 可以继续向左移动，如图？

中红色虚线所示，区域的左右边界优弧MPN 可以变成劣弧M PN ，根据上述（2）

和（3）的分析，可以用半径 r 更小的圆进行覆盖劣弧M PN 所圆的区域，以使

半径和T 最小。 

5.模型的建立 

通过分析可以看出，我们首先使正方形区域 I （不带椭圆）内用等大的半径

圆进行覆盖，并使半径之和最小，得到最优预覆盖半径 R 和最优预覆盖圆的个数

N 。然后，去掉完全在椭圆E 内部的圆，在圆半径 r 可变的情况下，保证E 中圆

的个数和 ( )i
i

G o N 不变，在问题一的最优解定义域内水平移动正方形 I ，使

得E 的边界处出现更多的劣弧，并尽量用半径小的圆去覆盖E 。 

问题二的模型： 

  min      ( ) ( , ), , , ( ( , ), , )i i i i i i i
i

T E N R J o x y r E E r o x y x y      

St. 





max

max

( )

75 100

75 100

0

0

i
i

i

i

N G o

r

r r

x x

y y

 

      
    
    




 

 

其中，  ( ( , ), , ) ( ( , ) ( , )i i i i i i i i ir o x y x y G o x x y y r x x y y R              
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6.模型的求解 

（1）不考虑沿 X轴和沿 Y轴平移 

利用问题 1的方法，当 5%  时，根据半径变化步长 0.1r  的全局搜索可

以求得： 

  
min

min

( ) 4500i
i

T I G o R   

  


min 45
T I

N
R

   

 75R   

因为劣弧只可能出现在椭圆E 的边界处和方形 I 的边界处，设椭圆方程为 

 y e x ，正方形区域 I 内第 i个圆的圆方程为      22 2

i ix x y y R    ，由 



 
     22 2

i i

y e x

x x y y R

 


   
 

可以联立解得椭圆与第 i 个圆的交点   ,i i iM x y 和  ,i i iN x y  
 
 

，通过圆心

 ,i i io x y ，求出i i iM PN 和i i iM PN ，其中


,i i i i i iM PN E M P N E  。由于手工计算

复杂，我们采用 MATLAB 进行数值求解，得到椭圆边界的圆为劣弧的有两个，如

图 2.6.1 所示中的圆  
1( , )O o R 和圆  

2( , )O o R ，但因圆  
2( , )O o R 的劣弧非常接近半圆

弧，因此计算中不予考虑，认为是优弧。 

 
                               图 2.6.1 

下面以处理  
1( , )O o R 的劣弧i i iM PN 为例进行计算。 

根据前面分析，替代圆  0 0 0( , , )O Q x y r 的圆心  0 0 0,Q x y 在圆心  ,Q QQ x y 和

 ,Q QQ x y  的中心处，所以： 
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x
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y
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用
0( ( ), ( ))  D O Q O QS 表示圆  O Q 和圆  0O Q 相交部分的面积，

0( ( ), ( ))  D O Q O QS  表示圆

 O Q 和圆  0O Q 相交部分的面积，
0( ( ), ( ))  D O Q O QS  表示圆  O Q 和圆  0O Q 相交

部分的面积。为保证交叉面积比 大于等于大圆面积的5%，必须有： 







0

0

0

2 2
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2 2
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5% 100
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以
0( ( ), ( ))  D O Q O QS 计算为例，设圆  O Q 和圆  0O Q 相交于    , ,c c c cC x y C x y 和 两

点，设弦 CC 对应圆心Q的圆心角为 ，对应圆心 0Q 的圆心角为，可得： 





22

2

2
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2

CC R

R
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即有           
  

2 2
2 22sin sin

2 2

R r
R r R

   


   
1 1

2 2
 

另外，为保证代替的小圆  0O Q 能完全覆盖原来圆  1O o 的覆盖区域，必须有 

0r MQ  

其中，    2 2

0 M Q M QMQ x x y y     

所以，替代圆半径 r 的约束条件为： 



  
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2 2
2 22
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因为替代圆的圆心 0Q 位于QQ的中点上，圆 ( ) ( )O Q O Q和圆 关于 0Q Q对称，

所以此约束条件可以同时使得 
0

2 2
( ( ), ( ))  5% 100D O Q O QS R     。同理，为保证


0

2 2
( ( ), ( ))  5% 100D O Q O QS R     ，圆 0( ) ( )O Q O Q和圆 之间也应当满足这样的关

系式。 

由于过程中公式推倒复杂，我们用 MATLAB 求解得到，在不考虑沿 X 轴和沿

Y轴平移时，求得： 

 min
min

( ) 4402.1T E T E＝ ＝  

    其中，区域E 右边界的劣弧处的替代圆有 3个，半径均为 75.7  

椭圆区域E 边界的劣弧处的替代圆有 1个，半径为 75 

除此之外，区域E 的上下和左边界处的圆均为优弧，椭圆区域E 边界处的圆

均为优弧。 

（2）考虑沿 X轴和沿 Y轴平移 

   根据问题二的模型和对问题二的分析，沿 X 轴和沿 Y 轴平移是为了使方形区

域 I 的边界出现更多的劣弧，目标是使目标函数 ( )T E 最小，但平移的量 x y 和 受

到    max max0, 0,x x y y     和 的约束，同时，为保证完全覆盖，移动之后的圆

必须使与相邻三个圆的交叉面积大于大圆的5%，必须满足上面的约束条件，并

不断调整替代圆的半径 r ，使目标函数 ( )T E 最小。 



 

图 2.6.2 

     从图 2.6.2 中可以看出，方形区域 I 往右边移动一个小距离，原来的半圆

MPN 变为劣弧M PN ，可采用比 100 小的圆进行逼近。 

考虑到此题计算的复杂性，手工计算量大，但实际上变量 x 、 y 和 r 变化

的范围并不大，可以完全使用全局搜索在短时间内求解。因此，我们对可行解区

域的变化值 x ， y ，半径 r 进行全局搜索。其中， x 、 y 和 r 的搜索步长均

设置为 0.1，可得半径变化步长 0.1r  ， 75 0.1   (0 250, )ir i k k k Z        

这样可以使我们的搜索结果精度达到： 
0.1

100% 0.1%
100

   

其中，  max0,x x   、  max0,y y   和  75,100r   

    搜索的目标是使标函数 ( )T E 最小。 

事实上，根据题目图形的特征，仅仅只有图？中方形区域 I 的左右边界存在

劣弧，通过 MATLAB 仿真，得到： 

min min
 ( )  ( ) 4327.1T E T E   

其中，区域E 右边界的劣弧处的替代圆有 3个，半径均为 75.7  

      区域E 右边界的劣弧处的替代圆有 3个，半径均为 75 

椭圆区域E 边界的劣弧处的替代圆有 1个，半径为 75 

除此之外，区域E 的上下边界处的圆均为优弧，椭圆区域E 边界处的圆均为



优弧。 

 

综上所述，为使得半径之和T 越小，在圆半径 r 可变和有椭圆的情况下，在E 中

圆的个数和 ( )i
i

G o 不变的时，在问题一的最优解定义域内水平移动正方形 I ，

使得E 的边界处出现更多的劣弧，尽量用半径小的圆去覆盖E 。 

三、一跳覆盖区模型 

1.问题复述 

正方形区域中有一中心在（550，550）、长轴与正方形水平的一条边成 30

度角、长度为 410、短轴为 210 的椭圆形湖泊。节点仅能设置在地面上，假设一

跳覆盖区圆的半径可以在 75~100 间随意选择，两个面积不等的圆相交，它们之

间的公共面积应不小于大圆面积的 5%，研究使全部圆半径之和为最小的区域分

划和信道分配方案。 

2.基本假设 

（1）在一跳覆盖区内的节点传输不需要中间节点 

（2）湖泊中不能节点不存在 

（3）一个节点可以同时属于不同的一跳覆盖区 

3.符号说明 

（1） ija ：节点 i与节点 j 的邻接度，当第 i个节点与第 j个节点不邻接时， 0ija  ，

否则 1ija   

（2） A：网络的拓扑结构信息矩阵 

（3） ( )totalN i ：包括节点 i本身以及与其所有相邻节点的集合 

（4） {1,2,..., }V N ：网络中 N 个节点的集合，即网络总节点集 

（5） ( )S E ：区域E 内一跳覆盖区半径之和 



4.问题分析 

假设一个比较分散的区域内有 N 个节点，其标识为 1，2，3，……，N ；采

用分布式控制方案。选取一个节点，通过探询方案方式获得与其临近节点的信息，

在广播一个探询信号时，凡是侦听到此信息的节点都向广播探询信号的节点发送

一个应答信号。这样便得到一个邻接矩阵：  

ij,   a { ,1},   i,j=1,2,...,       ijA a o N     

其中，当第 i 个节点与第 j 个节点不邻接时， 0ija  ；当第 i 个节点与第 j

个节点邻接时， 1jia  ，且 1jia  （i，j=1，2，……， N ）。 

邻接矩阵 A反映了网络的拓扑结构信息，由上式可以看出，矩阵中的元素由

0 和 1 构成，当 0jia  时表示节点 i 和节点 j 不相邻；反之，当 1jia  时，表示

节点与第 j个节点相邻。在已知网络拓扑结构信息后，就可以进行分群组网了。 

设 {1,2,..., }V N 为网络中 N 个节点的集合，即网络总节点集。 ( )adjN i 表示与

节点 j 相邻节点的集合， ( )totalN i 表示包括节点 i 本身以及与其所有相邻节点的

集合，即 ( ) ( ) { }total adjN i N i i  。 iC 表示第 i个链路分群。 

采用链路分群算法（LCA，Linked Cluster Algorithm）时，任意选取一个

节点作为第 1 个群首，例如选节点 i 为第 1 个群首，则节点集 ( )totalN i 中所有的

节点均处于第 1 个链路分群 iC 中，即这些节点都成为群 iC 的成员。之后从节点

集 ( )totalN N i 中再选取一个节点 j 作为第 2 个群首 jC ，这样节点集

( ) 3 ( )total totalN j N N i  中的节点构成群 jC 。依次类推，当进行到每一个节点都成

为某个群的成员后，链路分群划分过程结束。然后再为群与群之间选择网关节点，

以便构成骨干网。 

5.模型建立 

min      ( ) ( ) ( )i i i
i

S E G o r o  
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6.模型的求解 

（1）最大连接度分群算法 

算法思想：最大连接度分群算法借鉴了 Internet 中选择路由器的方法，其

原则是尽量减少路由器的数目，因此该算法的目标是尽量减少群的树木。节点之

间通过交互控制消息知道其邻居节点的树木，该节点和其相邻节点中具有最大度

的节点被选为群首，当度数相同时则选择 ID 最小的节点作为群首，群首的一跳

邻居节点则成为该群的普通成员节点，反复进行以上过程，知道所有节点够加入

某个群。其算法的主要策略与方法如下。 

度数最大原则，即按照节点的度数最大原则选择群首节点。节点 i 的度数

( )DN i 定义为： 

1

( ) ( ) 1
N

ij
j

DN i a


   

其中 1,2,...,i N 。如果第 ( )k k V 个节点的度数 ( )DN k 满足如下式子 

( ) max[ ( )]
i V

DN k DN i


  

则节点 k被选为第 1个群首 1H 。令 ' ( )totalk V N i  ， ' ( )totali V N i  如果 

' ( ')
( ') max [ ( ')]

totali V N i
DN k DN i

 
  

则节点 k’被选为第 2个群首 2H ，依次类推，知道链路分群划分完毕。 

（2）度数最小原则，即在选取网络网关节点时，采取度数最小的优化策略，具

体包括： 

1）当两个相邻的链路分区交叠，且具有公共节点，同时公共节点多于一个

时，按照度数最小原则选其中的一个节点作为该两个群之间的网关节点。 

2）当两个链路分群相邻但不交叠时，则要从这两个群中各选取一个节点构

成网关节点对，这时先选择最小的两个节点读数之和。 

这种算法既能使网络的性能达到优化，又有利于实现结果设计。 

（3）算法描述：每个节点广播它可以听到的所有节点的列表（包括它自己）。 

1）在其所有尚未被覆盖的邻居节点中具有最大连接度的节点被推举为群首 

2）尚未推举出其他群首的节点为尚未被覆盖节点，否则为已覆盖节点。 

3）已推举其他节点为群首的节点不应再作为群首。 



图 3.1 是按照最大连接度分群算法得出的一跳覆盖区分布情况，其中，

一跳覆盖区中心连接该区内的所有节点。可以看出，由于邻接矩阵是根据定

长的半径求解出来的，所以，最大连接度分群算法得到的一跳覆盖区肯定满

足完全覆盖，但并不保证 5％的覆盖比例和一跳覆盖区半径之和最小。 

 

图 3.1 

因此，我们对半径引入学习算法，通过聚敛分类，形成自适应分群算法，

找到半径之和一跳覆盖区中心。 

图 3.2                                           图 3.3 

图 3.2 是引入学习机制的一跳区覆盖图，图 3.3 是采用 40 个聚类中心的

结果，可见，一跳区个数比最大连接度分群算法少，聚敛的一跳覆盖区更少。

由于时间紧迫，并没有完全实现，实为遗憾。 
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附录： 

MATLAB 程序： 

clc; 

clear all; 

close all; 

plus=sqrt(2)*100; 

iniX=sqrt(2)*100/2; 

iniY=sqrt(2)*100/2; 

x0=zeros(1,10); 

y0=zeros(1,10); 

for i=2:10 

    x0(1,i)=x0(1,i-1)+plus;    

    y0(1,i)=y0(1,i-1)+plus;  

end 

[x0,y0]=meshgrid(x0,y0); 

r=100; 

plot_circle(r,x0+iniX+50,y0+iniY+50,'b') ; 

hold on; 

rectangle('Position', [300 350 1000 1000]); 

%AXIS([0 1000 0 1000]); 

 

clc; 

clear all; 

close all; 

plus=sqrt(3)*100; 

plus2=sqrt(3)*100/2; 

plus3=3/2; 

x=(1:20)*plus; 

y=(1:20)*plus; 

[x,y]=meshgrid(x,y); 

x0=x; 

y0=y; 

for i=2:20 

    x0(i,:)=x0(i-1,:)+plus2;    

    y0(i,:)=y0(i-1,:)+plus3;  

end 

r=100; 

figure,plot_circle(r,x0,y0,'b') ; 

hold on; 

% for i=0:5:5 

        rectangle('Position', [500+1000 500 1000 1000]); 

% end 

 



 

C#程序： 

       //求出邻接矩阵 dataA 和距离矩阵 dataAD 

        private void neiberA() 

        { 

            int len = data.Length; 

            for (int i = 0; i < len; i++) 

            { 

                float x0 = data[i][0]; 

                float y0 = data[i][1]; 

                dataA[i] = new short[len]; 

                dataA[i][i] = 1;//填充上三角矩阵 

                dataAD[i] = new float[len]; 

                dataAD[i][i] = 0f; 

                for (int j = i + 1; j < len; j++) 

                {                     

                    float x1 = data[j][0]; 

                    float y1 = data[j][1]; 

                    float r = (float)Math.Sqrt((x1 - x0) * (x1 - x0) + 

(y1 -  y0) * (y1 - y0)); 

                    dataAD[i][j] = r; 

                    if (r > RR) 

                    { 

                        dataA[i][j] = 0; 

                    } 

                    else 

                    { 

                        dataA[i][j] = 1; 

                    } 

                    //求出最小距离 

                    if (minD > r) 

                        minD = r; 

                } 

            } 

            //填充下三角矩阵 

            for (int i = 0; i < len; i++) 

            { 

                for (int j = 0; j < i; j++) 

                { 

                    dataA[i][j] = dataA[j][i]; 

                    dataAD[i][j] = dataAD[j][i]; 

                } 

            } 

        } 



 

        //自适应分群算法 

        private void leastIDs() 

        { 

            int len = dataD.Length; 

            int count = 0; 

            bool [] tempData = new bool[len]; 

            //clusterIDs; 

            for (int i = 0; i < len; i++) 

            { 

                tempData[i] = true; 

            } 

 

            for (int i = 0; i < len; i++) 

            { 

                if (tempData[i]) 

                {                                         

                    tempData[i] = false; 

                    int l = dataD[i].Length; 

                    int temp_count = 0; 

                    for(int j=1;j<l;j++) 

                    { 

                        if(tempData[dataD[i][j]]) 

                            temp_count++; 

                    } 

                    clusterIDs[count] = new int[temp_count + 1]; 

                    clusterIDs[count][0] = i; 

                    temp_count = 0; 

                    for (int j = 1; j < l; j++) 

                    { 

                        if(tempData[dataD[i][j]]) 

                        { 

                            clusterIDs[count][++temp_count] = 

dataD[i][j]; 

                            tempData[dataD[i][j]] = false; 

                        } 

                    } 

                    count++; 

                }                 

            } 

            clusterIDs[count] = new int[1]; 

            clusterIDs[count][0] = -1; 

        } 


