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应用数学思想是科研当中非常重要的一种思维方式以及研究方法。今天我们就借助戴世强教授的三
篇有关应用数学的文章来详细了解一下这些问题：

什么是“应用数学思维”？

我们如何在研究中使用应用数学思维？

应用数学思维如何掌握？

最后，我们给出冯卡门在1943年创办美国《应用数学季刊》时，在这本期刊卷首刊登了一篇文
章，名字是《用数学武装工程科学》。从这篇文章中可以看到哥廷根学派是如何看待工程科学以及
应用数学的。

今天这篇文章的内容有些多。但小编希望能有一篇文章详细的介绍应用数学相关的思想、历史及其
在科学中的重要性。希望大家谅解。

今天数学算法俱乐部
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第一篇：《应用数学思想》

前几天我们谈了一些科研入门的注意事项，从今天起，我想与青年朋友一起探讨自然科学研究中的
常用方法和要领。就从阐述“应用数学过程”开始，我认为这是从事理工科基础研究的一种常规武
器，一把利剑。文中对“应用数学过程”作一般描述，并述及若干经常出现的问题。

1978年，著名应用数学家、力学家林家翘教授（中科院外籍院士）提出了解决实际问题的“应用
数学过程”，我在1979年他到访清华大学时第一次听他详细讲述了相关内容。他指出，在研究数
理科学的实际问题时，经常采用的方法为：

搜集实验、观测资料→建立数学模型→发明数学工具或沿用已有方法解决模型中的问题→验证所得
到的结果→总结出普遍规律。

这就是所谓“应用数学过程”。自然科学中，许多基本规律的发现、解析和描述，都或多或少地运
用了应用数学过程。

后来，Brown大学的谢定裕教 授到我所讲学，谈及治学之道时，也讲授了这一应用数学过程。并
用牛顿建立三大定律为例子加以阐释，牛顿搜集伽利略关于落体运动的实验结果和行星运动的观测
数据，特别是了解了关于行星运动的开普勒定律，对物体的运动与作用力之间的关系有了清晰的认
识；在此基础上建立了数学模型（物体运动方程）：F=ma等；并发明了微积分，求得了运动方程
的解；这些解在实验、观测中得到了验证，最后总结出牛顿三大定律。这是一个完美的“应用数学
过程”。1987年，谢定裕先生把上述看法写进了《流体力学》（南开大学出版社）的序言中了。

在此后的研究生教学和本科生教学中，我一再向学生们介绍了这一“应用数学过程”，在关于科研
方法的讲座中，也包含了这方面内容。例如，在给研究生讲授流体力学时，我花费很多时间来阐明
纳维-斯托克斯方程的导出过程，强调这是在流体力学中实践应用数学过程的绝好例子，特别是其
中的数学建模的思路值得效仿。

在实施应用数学过程中，至关重要的是：掌握了足够的实验、观测数据后，从千头万绪的现象中进
行梳理、简化，掌握其中的本质要旨，建立合理和可解的数学模型，这是最为艰巨的工作。因此，
我们追溯牛顿的学术贡献时，经常把他建立牛顿三大定律放在最重要的地位。

经我留意观察，初涉科研的人们，有不少人不自觉地实施了应用数学过程，而且做得相当出色。如
果说有不足之处，主要问题是对应用数学过程认识不清晰和执行得不完整。正如谢定裕教授所指出
的，“现代科学的迅速发展，已使一个人很难独立完成某项有意义的工作的整个应用数学过
程，……，所以，一个人往往只能从事这一过程的一个或两个环节的工作，……。然而，我们不应
忘记整个应用数学过程，应当明了应用数学过程各个环节的相对重要性。”

人们在实施应用数学过程中所出现的问题主要有：

1. 没有充分掌握所研究的问题的实验、观测数据。尽管由于分工不同，我们不一定亲历亲为地去
作实验观测，但必须通过各种调研掌握必要的实际观测资料，并进行仔细剖析，了解工程或科学问
题的第一手材料，抓住其中的本质性的东西，为数学建模奠定基础；

2. 对于作沿用的数学模型不了解其源头。人们在科研中常利用现成的模型，但不少年青人对所用
模型的来龙去脉不甚了了。例如，在流体力学研究中要用纳维-斯托克斯方程，但不了解这组方程
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赖以成立的基本假设（三个本质的假设、三个重要的假设以及其它次要假设），不顾实际情况拿来
就用，往往会岀岔子；

3. 不善于独立建模。对有些问题，没有现成的模型可供借鉴，必须自己按实际问题来建模。不少
年青人的建模能力较差，需要磨练（日后细谈）；

4. 不重视结果的验证。有些年青人给出了问题的解后就“开小差”了，没有在结果的验证上下功
夫，也就是说，忽视应用数学过程的第四个环节。有些作理论分析的朋友认为，我已经给你解答
了，结果的应用和验证是别人的事情。这种想法很要不得，因为在求解过程中，你引进了各种近似
假设，结果是否成立？何时成立？研究者必须责无旁贷地给出明确的说法。

5. 不重视总结规律。我们不是牛顿，也许总结不出牛顿定律那样的大规律，但总能发现一些小规
律吧！经常见到年青人的习作中，把公式、数据、图表等一一列出后就“溜之乎也”，这实在是一
个坏习惯，也往往会糟蹋了好工作、好结果。我在乐乎博客中已多次提及这一点。最近重读《李政
道传》，我发现，他在得到重要问题一些基本结果后，分析、讨论、总结规律的时间甚至长于演绎
结果的时间。

必须指出，“应用数学过程”是应用数学和力学界前辈学者总结出来的一种提法，实际上在其它学
科门类中可能有类似的提法。我们主要领会其中的精神实质。

总而言之，应用数学过程是理工科科学研究中的一种常规武器，希望青年朋友门好好体会、运用，
而且在实践中逐步形成良好的科研习惯。

欢迎广泛地进行讨论。

第二篇：《如何建立数学模型（一）》

在 昨天的博文中谈及了“应用数学过程”，明确指出：在实施应用数学过程中，数学建模起了核
心作用。作为数理科学的科研工作者必须学会数学建模，这是管用一辈子的本领。建模方法千变万
化，我这里只能讲一个梗概，要学会建模本事，需要再读一些著述，更重要的是边干边学，在建模
中学建模。

本文概述数学建模的涵义、过程、分类和一个著名例子。

（1）数学建模的一般涵义

数学建模——根据需要针对实际问题构建数学模型的过程，亦即，通过抽象和简化，使用数学语言
对实际现象和实际问题进行近似刻画，以便于更深刻地认识所研究的对象。

数学模型不是对现实系统的简单的复制和模拟，而是经过对现实现象进行分析、提炼、归纳、升华
的结果，是以数学语言来正确地描绘现实对象的基本内在特征，从而通过数学上的演绎推理和分
析，运用解析、实验（保持相似律成立）或数值求解。

整 个建模过程要注意高瞻远瞩、抓大放小，把握问题的内在本质。当研究问题有了正确的数学描
述后，寻找适当的数学工具分析求解。关于求解方法的改进方面，要尽可能使所用的方法精确化、
细致化和全面化。必须结合实例，就建模的正确性、有效性、可用性和适用范围进行准确的界定；
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对所产生的误差和不确定性进行实事求是的分析；对所得的结果，必须从物理学视角和实际应用角
度进行解读。

（2）数学建模的一般过程

首先，基于一系列基本的简化假设，把实际问题中的数学描绘明确地表述出来，也就是说，通过对
实际问题的分析、归纳、简化，给出用以描述该问题的数学提法；然后采用数学的理论和方法进行
求解，得出结论；最后再返回去阐释所研究的实际问题，总结一般规律，即实现第一章中所述的
“应用数学过程”，在数学理论和所要解决的实际问题之间构建一座桥梁。

具体来说，数学建模的步骤如下：

l 通过调研，掌握实际问题的背景材料。明确研究对象（如物理问题、工程问题）和研究目的，了
解相关的数据资料和基本事实（包括已有理论结果、观察结果、观测数据、实验资料等），提出清
晰的基本目标，并在实际研究过程中随时准备不断修正预期目标；

l 辨识并列出与问题有关的各主要因素。建立基本假设，简化所研究的问题。明确模型中必须考虑
的主要因素，预测、分析它们在问题中的作用，以变量或参数的形式表示这些因素。建模之初通常
应最大限度地简化问题，建立最简单的模型，然后不断调整假设，提出修正，使得模型尽可能接近
实际；

l 运用物理和数学知识和技巧建立问题中变量之间的关系。通常可以用离散的或连续的数学表达式
来描述，例如：比例关系（如：牛顿粘性定律）、线性关系（如：广义牛顿粘性定律、胡克定律
等）、非线性关系（如：非牛顿流体的本构关系、物理非线性材料的本构方程）、经验关系（如：
反映非光滑管的阻力系数的尼古拉捷规律、水动力学摩阻的Manning公式等）、输入输出原理
（如：元胞自动机模型的演进规则）、平衡原理（如：热动平衡规律、捕食者和猎物之间的关系
等）、守恒原理（如：能量守恒、质量守恒、动量守恒、KdV守 恒律等）、牛顿运动定律、微分
方程或差分方程、矩阵关系、概率关系、统计分布等等（变量之间的关系不一定非要用方程来描
述，只要能解决问题，可用各种方法确定问题的物理量之间的关系，例如离散映射关系），从而建
立问题的数学模型。常见的表述各物理量之间的关系的有：代数方程，映射关系，差分方程，常微
分方程，偏微分方程，积分方程，积分-微分方程等等；

l 进行参数辨识或参数标定。使用观测数据或问题的相关背景知识，辨识出问题中的参数的估计
值；设计专门实验，标定参数。参数识辨和标定经常采用实测方法和数理统计方法。由于问题的参
数识辨较为困难，所以成功的模型应该是简单的，所涉及参数尽可能地少且容易识辨；

l 运用所得的模型，进行分析求解。采用各种有效的数学工具求解所得到的数学方程等，然后，分
析、解释模型的结果或把模型运行的结果与实际观测进行比较，开展进一步的案例分析，验证模型
的正确性；

l 总结一般规律。对验证成立的数学模型进行总结归纳，尽可能上升到新的理论高度。
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运作要点：

a. 掌握第一手资料；

b.抓住问题的主要因素；

c.建立真实合适的模型；

d.比照实际。

（3）数学模型的分类

按数学表述的形式分：

连续模型；

离散模型；

按表述的确定性分：

确定性模型；

非确定性模型（随机模型）；

混合模型；

按问题的求解步骤分：

正问题模型；

反问题模型；

按数学物理工具分：
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基于量纲分析的轮廓模型；

基于数据拟合的经验模型；

基于守恒原理的方程模型；

基于平衡原理的机理模型；

基于运筹优化的规划模型；

基于网络分析的图论模型；

基于复杂性研究的层次分析模型等等。

（4）数学建模的经典范例

哥尼斯堡七桥问题——图论模型的典范

问题：哥尼斯堡城有一条河，现在用七座桥来连接河的两岸A、B和河中两岛C、D（如图3.2所
示），试问：可否一次性不重复地走过这七座桥？

模型：1734年，Euler解决了这个问题。他把问题抽象简化为图论中的一笔划问题：数学上可证
明：一笔划的基本要求是各点要有偶数条起迄路径，但是本题四点起迄路径均为奇数条，从而不可
实现一笔划。即不能一次性不重复走过这七座桥。

以上对数学建模给出了一个概论，日后将继续予以深化叙述。

第三篇：《如何建立数学模型（二）》 

 

我现在问朋友们一个问题：我们什么时候开始接触数学建模的？如果我说，凡是上过一点学的人都
或多或少地学过数学建模，你信吗？想一想，我们上小学时，在做稍稍复杂一点的数学应用题时，
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例如，著名的“鸡兔同笼”问题，就得通过较为简单的数学建模来求解。到了中学，这样的例子就
更多了。所以，我们对数学建模不必有神秘感。现在国内每年要举行各种数学建模比赛，也使这种
神秘感大大减少。目前欠缺的是：在本科和研究生教学中，老师对数学建模的关注和引导不足。

这里，引述钱伟长先生的一段话：“教学的过程，就在于让学生搞清‘模型’的意义。因为‘模
型’反映的是事物的本质，是对客观事物的近似描述。我们要引导学生提出‘模型’，通过抓‘模
型’，教给学生一种提出问题、分析问题、解决问题的方法。”（钱伟长，跨越世纪，上海大学出
版社，2002，165页）

随着现代科学的发展，各个学科领域相互交叉、融合，特别是数理科学不断渗透到化学、生物学领
域，科研中的建模显得越来越重要。

昨天的博文中，概略地讲述了自然科学研究中的数学建模问题。今天想举一个实际例子，来体会数
学建模的过程。应博友的要求，试图简述流体力学中的基本方程——纳维-斯托克斯（以下简称为
NS方程）的导出过程，这一过程本身就是一个绝好的建模过程。我浏览过不少流体力学教材，尤
其是一些工程流体力学的教科书，其中往往把这一过程略过不提，或者未做重点介绍，这实际上是
放弃了一个进行建模教学的良好机会，也会使学生难以掌握流体力学的精髓，更糟糕的是养成
“知其然，不知其所以然”的不良学习习惯。

大体说来，推导NS方程可采取宏观演绎方法和微观-介观演绎方法，前者采用连续介质假设，通过
控制体积或流体微团的分析，建立一个完整的体系；微观-介观演绎方法采用统计物理手段，从速
度分布密度所满足的波耳兹曼方程，通过对这一方程的各种形式的取矩来导得NS方程。本文主要
讨论前者。

NS方程的孕育

我们先来简要地回顾流体力学的发展史，主要为了了解NS方程的孕育过程。

公元前3世纪，阿基米德（287－212BC）发现浮力定律（阿基米德原理），标志着流体静力学的
发端；1644年托里拆里（E. Torricell，1608-1647）制成气压计；导出小孔出流公式；1650年
帕斯卡（B. Pascal，1623-1662）提出液体中压力传递的帕斯卡原理；1668年，马略特（E.
Mariotte，1620－1684），出版专著《论水和其它流体的运动》奠定流体静力学和流体运动学的
基础。

这时，社会发展产生了发展流体动力学的需求。马略特首次研究了流体产生的阻力；接着，1678
年，牛顿（I. Newton，1642-1727）研究在流体中运动物体所受的阻力，并建立牛顿粘性定律；
1738年，丹尼尔·伯努利（D. Bernoulli， 1700-1782）出版《流体动力学》，将力学中的活力
（能量）守恒原理引入流体力学，建立伯努利定理（伯努利方程）；1752年，达朗贝尔（J. le R.
D′Alembert，1717-1783）提出理想流体运动的达朗贝尔佯谬（即在无粘性流体中运动的物体不
受阻力；1755年，欧拉（L. Euler，1707-1783）导出流体平衡方程和无粘性流体的运动方程，
即欧拉方程，从而建立了理想流体动力学。此时，粘性流体动力学已呼之欲出。

1763年，玻尔达（J-C. Borda，1733-1799）进行流体阻力试验，给出阻力公式，开了粘性流体
动力学研究的先河；1777年玻素（C. Bossut，1730-1814）等完成第一个船池模型试验，完全
确认了流体中运动物体与速度的平方成正比的结论；接着，迪比阿（P. L. G. Du Buat，1734-
1809）做了更细致的研究，写成《水力学原理》。
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以上工作为NS方程的导出在实验上和理论上奠定了基础。1822年，纳维（C-L-M-H. Navier，
1785-1836）引进连续介质假设，采用流体分子运动的观点，考虑了分子间的相互作用（宏观地
表现为粘性），导出粘性流体动力学的动量方程；1845年，斯托克斯（G. G. Stokes，1819-
1903）建立了更为准确的粘性流体的连续介质模型，引进了两个粘性系数，更简洁严谨地导出粘
性流体动力学的动量方程（纳维－斯托克斯方程）。现今的流体力学教科书就基本上采用了斯托克
斯的表述形式。

有关上述历史的详情可参看武际可：《力学史》（上海辞书出版社，2010，231～244页）。

导出NS方程的基本假设

经过梳理之后，我们知道，导出NS方程采用了如下基本假设：

1） 牛顿力学假设成立。只讨论流速远小于光速和特征长度远大于原子尺度的情形（Einstein数远
小于1，V为特征速度，c为真空中的光速），即不考虑相对论效应和量子效应；相对论流体力学和
量子流体力学分别计及这两种效应，不在这里讨论；

2） 连续介质假设成立。仅考虑Knudsen数（即流体的分子平均自由程远与问题的特征长度之
比）远小于1的情形，每一宏观小、微观大的流体微团里含有足够多的流体分子，微团紧密地排列
着。稀薄气体动力学考虑Knudsen数近于或大于1的情形；在微流动问题中也会出现这一问题；这
里不予研究。

3） 热动平衡假设成立。认为运动的流体微团处于热平衡，即分子运动趋于平衡的弛豫时间远小于
问题的特征时间；

4） 热力学第一、第二定律成立（即能量守恒律和熵增定律成立）；

5） Helmboltz速度分解定理成立（速度=平动速度+转动速度+变形速度）；

6） 广义牛顿粘性定律成立。假设运动流体中的剪切应力等于流体应变率分量的齐次线性组合（含
广义粘性系数81个）。考虑此定律不成立的情形属于非牛顿流体力学范畴；

7） 流体各向同性假设成立。于是，广义粘性系数从81个缩减为2个；

8） Stokes假设成立。即假设流体的第二粘性系数（体积粘性系数）为零，不考虑流体压缩或膨
胀中的粘性阻滞效应；

9） 运动流体中温度不是很高且无急剧变化。可近似地认为流体的粘性系数与温度无关。可以认为
温度不太高，不会产生电离和离解现象；

10） 流体均质假设成立。不考虑分层流体、异重流及随之而来的浮力等效应。

以上各假设中，前五个是本质的，第六、七个假设经常是必需的，后三个假设则是非本质的，视情
况需要，可以丢掉（即存在体积膨胀、存在高温区或电离区、流体非均质——分层流体）。一言以
蔽之，纳维-斯托克斯方程适用于非相对论性的、密度足够高的、各向同性牛顿流体运动的描述。
在忽略体积粘性系数，假定温度无剧变（即可假定粘性系数为常数）且流体为均质时，方程的形式
较为简单。
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因此，我们在科研中要应用NS方程时，首先应考虑其成立的假设是否成立。比方说，在研究微电
子器件相关的流体力学问题，就需要慎之又慎。

还应注意，狭义地说，NS方程指的是粘性流体运动的动量方程；广义地说，也可包括质量守恒方
程（连续性方程）、能量守恒方程（能量方程），这里采用广义说法，实际上讨论的是流体动力学
的基本方程。

NS方程的宏观推导

我们应该知道，推导NS方程的出发点是物质的基本守恒律——质量守恒、动量守恒、能量守恒定
律；为了使方程简约、可解，还必须辅以流体的本构方程，NS方程通常采用广义牛顿粘性定律为
本构方程，这是基于实验的牛顿粘性定律的推广形式。当然，为了使方程组有封闭形式，还要辅以
热力学中关于流体的状态方程。这里只谈连续性方程、动量方程和能量方程的宏观推导。

如所周知，科学方法论中的推理形式主要有两种：归纳推理和演绎推理。前者从特殊到一般，后者
从一般到特殊。力学工作者更习惯于归纳推理。

先说归纳推理形式。基本思路是：从流体某个体积中质量、力和能量的动平衡。当这一体积很小时
（即取为体积元时），相应的方法就是微元法；当这一体积为有限大小时，相应的方法就是控制体
积法。若所取的体积是固定的，就对应于流体力学中的欧拉表述思路；若所取的体积随流体运动
时，就对应于流体力学中的拉格朗日描述。因此，每个方程有四种推导方法。

在写得好的工程流体力学教科书中，通常采用与直角坐标的坐标面平行的小立方体做体积元。以推
导动量方程为例。采用如下的动平衡方程：

体积元内的动量变化率＝从各个表面流出的动量＋体积力＋面力（压力梯度与剪切应力）

这是流体力学中运用牛顿第二定律的表示。

按上述思路，可以导出连续性方程、动量方程和能量方程。它可以有微分形式和积分形式；可以在
直角坐标来表示，也可用曲线坐标来表示。（详见吴望一：《流体力学》（上册），北大出版社，
1989）。

再说演绎推理形式。先建立一个抽象的量在某个运动体积的变化和输运过程，建立一个一般的定
理，现在通称为雷诺输运定理，然后以单位体积的质量（即密度）、动量和能量代入，分别导出各
个守恒方程。（详见刘应中、缪国平：《高等流体力学》，上海交大出版社，2002，第一章）。

进一步建模的“减法”和“加法”

有了NS方程或流体力学基本方程组之后，若碰到更简单的情况，就可采取“减法”来建模。例
如，NS方程中去掉粘性项之后，就成了欧拉方程。如此等等。

如果碰到更复杂的情况，则采用“加法”，例如，要研究地球流体力学问题，考虑到地球是一个非
惯性系，必须在动量方程中加上科氏力项；再如，若要研究湍流，由于存在脉动项，经过雷诺平均
后，就可导得RANS方程。这时出现了方程不封闭性问题，就得引入别的假设和方程实质封闭。

从NS方程导出得到的启示
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限于篇幅，这里无法涉及细节，甚至来不及说到NS方程的微观-介观推导，不过我们已可得到一些
启示：

——数学建模应建立在已有知识的基础上；

——建模须从第一原理出发；

——对于复杂问题的建模必须提出合理的假设，这些假设大多有可靠的实验和理论依据；

——可以采用多种推理凡是和数学形式来建模。

这篇博文的内容稍稍专业一点。看不懂也没有关系，可以略过不读。

我注意到，这一系列博文的读者中不仅有青年朋友，而且有一些资深学者，欢迎大家补充、指正。

写于2010年10月4日

第四篇：冯卡门《用数学武装工程科学》

人们常说，研究数学的主要目的之一是为物理学家和工程师们提供解决实际问题的工具。从数学的
发展史看来，事实很清楚，许多重大的数学发现是在了解自然规律的迫切要求下应运而生的，许多
数学方法是由主要对实际应用感兴趣的人创立的。然而，每个纯粹数学家都会感到，把数学研究局
限于考察那些有直接应用的问题，对这位“科学的皇后”来说未免有点不公道，事实上，这位“皇
后”的虔诚的膜拜者对于把他们的女主人贬黜为她的比较注重实际的、一时较为显赫的姐妹的“侍
女”，经常感到忿忿不平。

这就不难理解为什么数学家和工程师持有争论不休的分歧意见了。两种职业的代表人物不止一次地
表示了这种分歧意见。

数学家：我在坚实的基础上建造了一座大厦——建 立在明确的公设上的定理体系。我深入分析了
逻辑思维过程，确定是否存在可以认为是正确的（至少是可能正确的）的论述。我所关心的是，由
我自己的思维确切定义的事物之间的函数关系，以及使我得以探索这种函数关系的种种方法，如果
你们发现我所建立的概念、逻辑过程或方法能用于你们的日常工作，那我自然感到欣慰。我得到的
所有结果任凭你们处置，但是得让我按自己的方式来追求自己的目标。

工程师：你们的老前辈，那些伟大的数学家，他们的意见同你们可不一样。难道欧拉不是既致力于
纯粹数学方面的发现，又从事工程装置的理论研究吗？涡轮机、柱的屈曲和打桩的基本理论方面，
都有着欧拉的贡献。数学分析的发展是同物理学的发展特别是力学的发展分不开的。很难设想，要
是没有为计算运动物体轨迹寻找数学工具的迫切要求，人们的头脑中会孕育有关微分方程的概念。
倘若我们假定运动由某些基本的力学关系和几何关系确定，而这些关系在运动的每一瞬间都成立，
就会自然而然地产生微分方程的概念。还有，变分法也主要是为解决物理问题而创立的，有时解决
这些问题本身就是目的，有时是为了实际应用。十八世纪和十九世纪的前几十年也许是数学科学突
飞猛进的黄金时代，那时，纯粹数学与应用数学之间没有明确的界线。大师们把逻辑思维和直观创
造力结合起来，创立了一系列方法和定理；大功告成之后，进行抽象思维的数学家着手致力于弥补
逻辑推理方面的某些不足之处，把前一时期大师们的丰硕成果加以编纂，使之系统化。
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数学家：我觉得你低估了你所说的系统编纂工作的重要性。为了保证正确地应用微积分学和微分方
程理论，绝对有必要精确地定义我们所说的极限过程，给出像无穷小、无穷大这样的术语的真正涵
义，你说对不对呢？你大概不能把伽利略称为抽象数学家或纯粹数学家吧！也许你还记得，正是伽
利略指出了把相等和不等的观念应用于无穷量时必然会出现的矛盾。他注意到，你可以说整数比其
平方数的个数多，因为每个平方数都是整数，但整数不全是平方数；你也可以说，平方数和整数的
个数相同，这同样也是合理的，因为每一个整数对应着一个平方数。可公度性、可数性、连续统的
逻辑分析、集合论以及近代的拓扑学，这些观念的建立是人类思维发展的关键步骤；其中有许多是
没有自觉地考虑物理应用而独立地构想出来的。但是，即使从应用的角度看来，也有必要加固我们
自己的大厦的基础，也就是说，改善数学的逻辑结构。对级数收敛性条件（即允许进行逐项微分和
积分的条件）不作精确的分析，谁也不可能有把握正确无误地运用级数。在具有想象力和直观天赋
的人们完成主要工作之后，再开始寻求新发现的牢固基础，这是一种不正确的倾向。达朗贝尔就已
经要求把微积分学建立在极限论的基础上了；按你的看法，柯西，勒让德和高斯无疑在富有创造性
的数学天才之列，他们为数学从直观到严格的过渡做出了卓有成效的贡献。十九世纪后半叶，数学
继续朝着当时的数学家（或许是乐观地）认定的完全合乎逻辑和绝对严格的伟大目标向前发展。然
而，除了阐明基本原理之外，那个时期也为应用数学的发展开辟了新的道路。比如说，你提到了微
分方程，你们工程师从这一数学分支得益非浅。复变函数理论、微分方程按奇性的分类以及对这些
奇性的研究，都是在你所说的系统编纂时期内发展起来的，难道你不认为这些正是建立微分方程这
一数学分支的非常重要的步骤吗？这些理论把通过试凑求解微分方程的原始方式变成了全面了解整
个领域的系统的方法。

工程师：我同意你的观点，尤其是关于复变函数论的观点。确实，保角变换是解决无数物理问题的
一种最有效、最优美的方法。我也同意你关于奇性分析具有根本重要性的看法。事实上，在非正则
奇点附近，我们所用的图解法和数值解法肯定会失效或不便于使用，从而必须求助于解析方法。不
过遗憾的是，你们数学家有点像对人体疾病比对人体正常功能规律更感兴趣的医生，或者像关注人
类思维病理失常而不去研究正常思维过程规律的心理学家。大多数情况下，我们必须研究“性质良
好的函数”，希望有实用的方法相当有效地确定它们在某些待定情形中的性质。

数学家：难道你们不会应用我们提出的求解微分方程和积分方程的一般方法吗？如果它们的解由如
你所说的“性质良好的函数”给出，那么我看不出还有什么了不得的困难，也不明白你们还要我们
干些什么。

工程师：你们的一般定理处理的多数是解的存在姓和解法的收敛性，你可能记得亥维赛说过的俏皮
话：“按照数学家的意见，这个级数是发散的；因此，我们或许可以拿它来派点用场。”你们劳师
费功、绞尽脑汁来证明解的存在性，而我们从物理上看来，这一点是一目了然的。你们很少花费精
力来寻找和讨论实际有用的解；即使这样做了，多数也只是局限于简单情形，比方说，讨论涉及几
何形状简单的物体的问题。我来谈谈所谓特殊函数。我承认数学家研究过很多种特殊函数，把它们
的数值列成了表，对它们的级数展开式和定积分表示式已经作了详尽研究。可惜，这种函数在工程
中应用范围有限。物理学家在探索基本定律时可以选择几何形状简单的试件作实验研究；工程师却
不得不直接处理形状复杂的结构，他不能仅仅因为一种结构几何形状简单，应力分布可用特殊函数
算出，就退而采用这种结构。而且，大多数特殊函数仅适用于线性问题。过去，为了简单起见，物
理学家和工程师往往把他们的问题加以线性化。数学家喜欢这种简化，因为它使优美的数学方法大
有用武之地。遗憾的是，随着工程科学向前发展，人们需要得到较为精确的数据和进一步接近物理
真实性，这就迫使我们想方设法去解决许多非线性问题。
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数学家：嗯，很多现代数学家对于非线性问题极感兴趣。看来，你们迫切需要的是发展适当的近似
方法。不过，你对我们证明存在性的批评是不正确的，现代数学中许多存在性的证明远远超过了直
观的范围。我也知道，你们工程师非常成功地使用了各种迭代方法，譬如说，要证明一个边值问题
的存在性，我们也经常采用迭代法，换句话说，我们跟你们一样，确实也构造了一系列近似解，唯
一的区别在于你们只是假定迭代过程可以产生唯一的解，而我们证明了这一点。还有，在我看来，
你们用于解弹性力学和结构力学问题的所谓“能量法”，与变分学中的直接方法密切相关，我指的
是，不解欧拉－拉格朗日微分方程，而直接构造有给定边值的极小化函数的方法。我觉得，在纯粹
数学分析与应用数学之间毕竟存在许多共同之处。

工程师：我并不否认这一点，事实上，我一向认为，分析是应用数学的支柱。不过，要是你真正着
手把分析应用到实际情形中去，你就会看到，从掌握一种近似方法的一般概念到成功地应用这种方
法，还有很多工作要做。比方说，存在着可资利用的时间和人力的问题。做某些类型工作时，我们
可以用精巧的机械装置或电动装置，像微分分析仪或电动计算机之类。然而，在大多数场合下，我
们必须不借助于这种手段进行计算，这时，光知道近似过程的收敛性就不够了，我们还得确定用哪
一种方法能在最短的时间内得到具有给定近似程度的解，必须对逐次近似所改进的准确度做出恰当
的估计，所有这些实际问题要求我们进行艰苦的实际研究。我认为，我们确实需要数学家的帮助，
来改进我们的直观方法，或许不妨说，对我们的直观方法加以评论和系统化。事实上，要把数学成
功地应用到于工程问题，需要数学家和工程师的密切合作。在表面上截然不同的领域里找出作为它
们基础的共同的数学关系，这决不是一件轻而易举的事。打算搞应用数学研究的数学家必须对所涉
及的物理过程有相当透彻的了解。另一方面，为了适当地利用数学工具，工程师必须深入钻研数学
分析的基本原理，并达到相当高的水平。把一堆机床杂乱无章地拼凑起来，成不了一个高效率的金
工车间。我们知道，在你们的数学宝库里有着非常管用的机床，摆在我们面前的任务是要懂得如何
调整、使用它们。

数学家：我觉得你的话有点道理。把你的譬喻引伸一步，为了成批解决工程问题，你们还需要机床
设计师——真正的应用数学家。他们的原有经历可以是各种各样的：可以来自纯粹数学界、物理学
界或工程科学界，但他们的共同目标是为工程科学提供数学工具。

— THE END —

 

☞丘成桐：本科教育怪事多 

☞浙大一位数学教授火了！联手哈佛剑桥学者破解数学界几十年的谜题，为人很低调，曾说勤能补拙

☞青年博士离职高校被索赔10.5万违约金，后博士上诉至法院，判决来了！

☞组建实验室仅3年，团队人均26岁，这位85后女博导成果登上Nature！

☞奖励超10万！交大超牛本科生：成果达博士毕业水平，如今保研国家重点实验室

☞研究生带28岁腼腆导师一起相亲，被女生围追堵截要微信！
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